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Equivalence orbitale quantitative

Théorie ergodique Géométrie des groupes

Concentrons-nous sur I'aspect « Théorie ergodique » !
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Motivations

La théorie ergodique, quel intérét ?

Exemple concret :

On prépare la pate de la galette des rois, mais on a placé la féve dés le début.
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Motivations

position initiale de la féve
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Motivations

2 premiéres positions de la féve
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Motivations

3 premiéres positions de la féve
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Motivations

20 premiéres positions de la feve
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Motivations

100 premiéres positions de la féve
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1000 premiéres positions de la feve
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Motivations

Plus généralement : on considére une fonction T: X — X et on regarde la suite
de points x, T(x), T(T(x)), T(T(T(x))), ...
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Motivations

Plus généralement : on considére une fonction T: X — X et on regarde la suite
de points x, T(x), T(T(x)), T(T(T(x))), ...
Exemple de la galette :

o X = le carré

@ x = la position initiale de la féve dans le carré

@ T(x) = la nouvelle position de la féve apreés une étape de transformation de
la pate
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Motivations

Plus généralement : on considére une fonction T: X — X et on regarde la suite
de points x, T(x), T(T(x)), T(T(T(x))), ...

Exemple de la galette :
o X = le carré
@ x = la position initiale de la féve dans le carré

@ T(x) = la nouvelle position de la féve apreés une étape de transformation de
la pate

Les mesures de probabilités T-invariantes donnent des informations plus
qualitatives.

(Exemple de la galette : la mesure de probabilité uniforme sur le carré)
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Motivations

Cadre général

(X, ) espace de probabilité standard et sans atome = ([0, 1], Leb)

Aut(X, p) = {T: X — X bijection bimesurable, u(T71(.)) = u(.) }/u
—_—

pmp
pmp : préservant la mesure de probabilité
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Motivations

Cadre général
(X, ) espace de probabilité standard et sans atome = ([0, 1], Leb)

Aut(X, p) = {T: X — X bijection bimesurable, u(T71(.)) = u(.) }/u
—_———
pmp
pmp : préservant la mesure de probabilité
T € Aut(X, ) appelé « transformation », « systéme », « systéme dynamique »
i |ci, toutes les transformations sont inversibles !
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Motivations

Cadre général
(X, ) espace de probabilité standard et sans atome = ([0, 1], Leb)

Aut(X, p) = {T: X — X bijection bimesurable, u(T71(.)) = u(.) }/u
—_—

pmp

pmp : préservant la mesure de probabilité

T € Aut(X, ) appelé « transformation », « systéme », « systéme dynamique »
i |ci, toutes les transformations sont inversibles !

Définition

T € Aut(X, p) est ergodique si les parties mesurables A C X vérifiant

w(A A T(A)) = 0 satisfont p1(A) =0 ou 1.
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Motivations

Cadre général
(X, ) espace de probabilité standard et sans atome = ([0, 1], Leb)

Aut(X, p) = {T: X — X bijection bimesurable, u(T71(.)) = u(.) }/u
—_—

pmp

pmp : préservant la mesure de probabilité

T € Aut(X, ) appelé « transformation », « systéme », « systéme dynamique »
i |ci, toutes les transformations sont inversibles !

Définition

T € Aut(X, p) est ergodique si les parties mesurables A C X vérifiant

w(A A T(A)) = 0 satisfont u(A) =0 ou 1.

Autrement dit, si on a cette décomposition :

alors A ou X\ A est négligeable.
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Motivations

@ Rotation irrationnelle d'angle irrationnel 6 :

Ry: z€ U ze¥™ € U,

Ryz
N
.z

1 - mesure de Lebesgue sur le cercle U.
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Motivations

@ Rotation irrationnelle d'angle irrationnel 6 :

Ry: z€ U ze¥™ € U,

Ryz
N
.z

1 - mesure de Lebesgue sur le cercle U.

@ X alphabet fini, ¥ mesure de probabilité sur X.
Le décalage de Bernoulli sur (X, ) :

T: (Xn)nez € PR (Xnt1)nez € Y2, muni de p = %%
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Motivations

o Odomeétres :
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o Odomeétres :

Motivations

—
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Motivations

o Odomeétres :

A\ 20rtesch 2026

J O.17.411001.p
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§

X:Hn>0{0v17~--aqn_1} avec g 22,
p=T1,50n Ol vy est la mesure uniforme sur {0,1,...,q, — 1};
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Motivations

o Odomeétres :

X:Hn>0{0v17~--aqn_1} avec g 22,
p=T1,50n Ol vy est la mesure uniforme sur {0,1,...,q, — 1};

S: X — X
()0 > (Xn)nz0+(1,0,0,0,...) avec retenue
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Motivations

o Odomeétres :

X:Hn>0{0v17~--aqn_1} avec g 22,
p=T1,50n Ol vy est la mesure uniforme sur {0,1,...,q, — 1};

S: X — X
(Xa)n>0 > (Xa)n>o0 + (1,0,0,0,...) avec retenue

Exemple (Odométre dyadique : g, = 2 pour tout n > 0)

O O
5(1,1,0,0,1,...) = (0,0,1,0,1,...) N i é 8 8 L
0 1 0 1
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Motivations

o Odomeétres :

‘‘‘‘‘‘

A/ A~
X:Hn>0{0v17~--aqn_1} avec g 22,
p=T1,50n Ol vy est la mesure uniforme sur {0,1,...,q, — 1};
S: X — X

(Xa)n>0 > (Xa)n>o0 + (1,0,0,0,...) avec retenue

Exemple (Odométre dyadique : g, = 2 pour tout n > 0)

O O
5(1,1,0,0,1,...) = (0,0,1,0,1,...) N i (1) 8 8 L
0 0 1 0 1

S(qo—l,ql—17q2—1,...):(0,0,0,...).
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Motivations

o Odomeétres :

X:Hn>0{0v17~--aqn_1} avec g 22,
n= Hn>_0 V, ol v, est la mesure uniforme sur {0,1,...,q, — 1};

S: X — X
(Xa)n>0 > (Xa)n>o0 + (1,0,0,0,...) avec retenue

Exemple (Odométre dyadique : g, = 2 pour tout n > 0)

O @
$(1,1,0,0,1,...) = (0,0,1,0,1,...) . Lo o oo
0 0 1 0 1

S(qo—l,ql—17q2—1,...):(0,0,0,...).

Odomeétre universel : lorsque tout nombre premier p divise g, pour une
infinité d'entiers n > 0.
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Motivations

Le probleme de la conjugaison

But : Comparer les éléments de Aut(X, p).
Définition

T et S € Aut(X, i) sont conjuguées s'il existe W € Aut(X, i) telle que
V(Tx) = SV(x) pour u-presque tout x € X.

Tx W :;\Il(x)
T S
X \u Y
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Motivations

Le probleme de la conjugaison

But : Comparer les éléments de Aut(X, p).
Définition

T et S € Aut(X, ) sont conjuguées s'il existe W € Aut(X, i) telle que
Y(Tx) = SV(x) pour u-presque tout x € X.

Tx \U :;\Il(x)
T S
X \u Y

Invariants de conjugaison : ergodicité, propriétés de mélange, entropie, valeurs
propres, ...
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Motivations

Ry et R_y sont conjuguées, viaV: ze U—z € U.
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Motivations

Ry et R_y sont conjuguées, viaV: ze U—z € U.

\U(R(.)Z)

Quelques rares résultats de classification a conjugaison preés :

o [ORNSTEIN] Deux décalages de Bernoulli sont conjugués si et seulement
s'ils ont la méme entropie.
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Motivations

Ry et R_y sont conjuguées, viaV: ze U—z € U.

\U(R(.)Z)

Quelques rares résultats de classification a conjugaison preés :

o [ORNSTEIN] Deux décalages de Bernoulli sont conjugués si et seulement
s'ils ont la méme entropie.

e [HALMOS—vON NEUMANN] Deux systémes ergodiques a spectre discret
(ex : rotations irrationnelles, odométres) sont conjugués si et seulement s'ils
ont les mémes valeurs propres.

Mais en toute généralité, le probléme de la conjugaison est TRES compliqué!
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Motivations

Equivalence orbitale

La conjugaison demande W( Tx) = SV¥(x)
T T T T T

e ————— e ————— P e P ¢ ————— P ¢ ———— P e oo

Mo e

e ————— e ————— P e ————— P ¢ P ¢ —————p e oo

S S S S S
Notation : Orbr(x) ={T"x | n € Z}
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Motivations

Equivalence orbitale

La conjugaison demande W(Tx) = SV(x)
T T T T T

e ————— e ————— P e P ¢ ————— P ¢ ———— P e oo

Mo e

e ————— e ————— P e ————— P ¢ P ¢ —————p e oo

S S S S S
Notation : Orbr(x) ={T"x | n € Z}
Définition (Dye 1959)

T et S € Aut(X, i) sont orbitalement équivalentes (OE) s'il existe
W € Aut(X, p) telle que W(Orbr(x)) = Orbs(W(x)) pour u-presque tout x € X.

T

~-4>-4>-4>-4>-4>-»»»

/ﬁL% =

~-4>-4>-4>-4>-4>-»»»

S S
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Quelles propriétés dynamiques des actions sont préservées (ergodicité, entropie,
mélange, spectre,...)?




Quelles propriétés dynamiques des actions sont préservées (ergodicité, entropie,
mélange, spectre,...)?

Un invariant d'équivalence orbitale entre actions : I'ergodicité.



Motivations

Question

Quelles propriétés dynamiques des actions sont préservées (ergodicité, entropie,
mélange, spectre,...)?

Un invariant d'équivalence orbitale entre actions : |'ergodicité.

Réciproque :

Théoreme (Dye 1959)

Toutes les transformations ergodiques de Aut(X, ) sont orbitalement
équivalentes.

— affaiblissement trop fort du probleme de la conjugaison entre deux
transformations de Aut(X, p).

But : Trouver des renforcements de I'équivalence orbitale
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© Equivalence orbitale quantitative
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T € Aut(X, p) est apériodique si pour presque tout x € X, pour tout n # 0,
T"(x) # x.

T T T )
T2x T x X Tx T2x

Ergodique = apériodique. l




Equivalence orbitale quantitative

Soient T,S € Aut(X, ) apériodiques, soit W une équivalence orbitale

V(Orbr(x)) = Orbs(¥(x))
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Equivalence orbitale quantitative

Soient T,S € Aut(X, ) apériodiques, soit W une équivalence orbitale

Y (Orbr(x)) = Orbs(W(x))
Ve N\
V(Tx) € {S"V(x)|neZ}
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Equivalence orbitale quantitative

Soient T,S € Aut(X, ) apériodiques, soit W une équivalence orbitale

V(Orbr(x)) = Orbs(¥(x))

4 p
W(Tx) € {S"W(x) | n€ Z}
= W(Tx) = STMU(x)
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Equivalence orbitale quantitative

Soient T,S € Aut(X, ) apériodiques, soit W une équivalence orbitale

V(Orbr(x)) = Orbs(¥(x))

4 p
V(Tx) € {S"V(x)|neZ} S(W(x)) e {¥(T"(x)) | neZ}
= W(Tx) = STMU(x)
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Equivalence orbitale quantitative

Soient T,S € Aut(X, ) apériodiques, soit W une équivalence orbitale

V(Orbr(x)) = Orbs(¥(x))

Ve N\
W(Tx) € {S"V(x) | ne€Z} S(W(x)) e {W(T"(x)) | n€Z}
— Y(Tx) = STHIY(x) — S(V(x)) = ¥(TM(x))
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Equivalence orbitale quantitative

Soient T,S € Aut(X, ) apériodiques, soit W une équivalence orbitale

V(Orbr(x)) = Orbs(¥(x))

Ve N\
W(Tx) € {S"V(x) | ne€Z} S(W(x)) e {W(T"(x)) | n€Z}
— Y(Tx) = STHIY(x) — S(V(x)) = ¥(TM(x))

Définition

cr: X = Z et cs: X — 7 sont les cocycles associés a I'équivalence orbitale W.
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Equivalence orbitale quantitative
Exemple avec ¥ =idy :
Tx = S70)(x) et Sx = TS (x)

S
Cs(X) =2

T T T T T

e — > &6 — P> o6 — P> 06 — P> 06 —> 0

T 1x X Tx T2x

cs(T?x) = -3

S
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Equivalence orbitale quantitative
Exemple avec ¥ =idy :
Tx = S70)(x) et Sx = TS (x)

s
s(x)=2
T T { S T\‘ T

e — > &6 — P> o6 — P> 06 — P> 06 —> 0

T 1x X Tx T2x
\(TQX) = ,7/3///
e

Trivial ! Compliqué !

Equivalence orbitale Conjugaison
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Equivalence orbitale quantitative
Exemple avec ¥ =idy :
Tx = S70)(x) et Sx = TS (x)

s
s(x)=2
T T { S T\‘ T

e — > &6 — P> o6 — P> 06 — P> 06 —> 0

T 1x X Tx T2x
\(TQX) = ,7/3///
e

Trivial ! Compliqué !

f Hypotheses sur les cocycles ?

Equivalence orbitale Conjugaison
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Equivalence orbitale quantitative

Equivalence orbitale quantitative (1/2)

Soient T,S € Aut(X, 1) apériodiques, soit ¢: Ry — Ry.

Définition (Carderi—Joseph—Le Maitre—Tessera 2023)

On dit que T et S sont -OE s'il existe une équivalence orbitale dont les cocycles
sont -intégrables :

. /X o(ler(x)])dp(x) < +oo;
o /X o(|es()])dp(x) < +oo.
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Equivalence orbitale quantitative

Equivalence orbitale quantitative (1/2)

Soient T,S € Aut(X, 1) apériodiques, soit ¢: Ry — Ry.

Définition (Carderi—Joseph—Le Maitre—Tessera 2023)

On dit que T et S sont -OE s'il existe une équivalence orbitale dont les cocycles
sont -intégrables :

. /X o(ler(x)])dp(x) < +oo;

o /X o(|es()])dp(x) < +oo.

Remarques :

e Si ¢(x) T O(¥(x)), alors 1)-OE = ¢-OE.
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Equivalence orbitale quantitative

Equivalence orbitale quantitative (1/2)

Soient T,S € Aut(X, ) apériodiques, soit ¢: R, — R,.

Définition (Carderi—Joseph—Le Maitre—Tessera 2023)

On dit que T et S sont -OE s'il existe une équivalence orbitale dont les cocycles

sont -intégrables :

. /X o(ler(x)])dp(x) < +oo;
o /X o(|es()])dp(x) < +oo.

Remarques :
e Sip(x) = O(¥(x)), alors -OE = ¢-OE.
X—+00
o Inégalité de Markov (¢: Ry — R croissante) :

/
¢(n)

iller] > n) < —— o [ = /Xso(\cT(X)I)du(X) < too.
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Equivalence orbitale quantitative

Equivalence orbitale quantitative (2/2)

ct: X =7
~ partition dénombrable et mesurable {c;'(n) | n € Z}
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o Bedeeneeotivlequantiive
Equivalence orbitale quantitative (2/2)

cr: X—>7
~ partition dénombrable et mesurable {c;(n) | n € Z}

Hy(cr) = — 3 p(er () log u(c7(n)) € Ry U {00}
n€Z




Equivalence orbitale quantitative

Equivalence orbitale quantitative (2/2)

ct: X =7
~ partition dénombrable et mesurable {c;'(n) | n € Z}

Définition (Entropie de la partition de c7)

==Y p(cr(n)log p(crt(n)) € Ry U {+00}

Intuitivement :
Si x € X est aléatoire, de loi p,
H(cr) mesure l'incertitude sur la valeur de cr(x).
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Equivalence orbitale quantitative

Equivalence orbitale quantitative (2/2)

ct: X =7
~ partition dénombrable et mesurable {c;'(n) | n € Z}

Définition (Entropie de la partition de c7)

==Y p(cr(n)log p(crt(n)) € Ry U {+00}

Intuitivement :
Si x € X est aléatoire, de loi p,
H(cr) mesure l'incertitude sur la valeur de cr(x).

Définition (Kerr—Li 2023)

On dit que T et S sont Shannon OE si H,(c7) < +00 et H,,(cs) < +00.
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1re tentative : cocycles intégrables.



Equivalence orbitale quantitative

1re tentative : cocycles intégrables.

Théoreme (Belinskaya 1969)

Soient T,S € Aut(X, u) ergodiques.
S'il existe une équivalence orbitale telle que I'un des cocycles est intégrable, alors
T et S sont flip-conjuguées (T est conjuguée 3 S ou a S71).
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Equivalence orbitale quantitative

1re tentative : cocycles intégrables.

Théoreme (Belinskaya 1969)

Soient T,S € Aut(X, u) ergodiques.
S'il existe une équivalence orbitale telle que I'un des cocycles est intégrable, alors
T et S sont flip-conjuguées (T est conjuguée 3 S ou a S71).

Cs ou cr
est intégrable

Flip-conjugaison

Equivalence orbitale Conjugaison
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2nde tentative : cocycles p-intégrables, ¢ sous-linéaire.



Equivalence orbitale quantitative

2nde tentative : cocycles p-intégrables, ¢ sous-linéaire.

Théoreme ()
Soient S € Aut(X, ) ergodique et ¢: R, — R, sous-linéaire.
Supposons que S vérifie I'une des deux hypothéses :

o

Alors il existe T € Aut(X, i) telle que T et S sont p-OE mais pas flip-conjuguées.
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Equivalence orbitale quantitative

2nde tentative : cocycles p-intégrables, ¢ sous-linéaire.

Théoreme (Carderi-Joseph—Le Maitre—Tessera 2023)
Soient S € Aut(X, ) ergodique et ¢: R, — R, sous-linéaire.
Supposons que S vérifie I'une des deux hypothéses :

o il existe n > 2 tel que S" est ergodique;

Alors il existe T € Aut(X, i) telle que T et S sont p-OE mais pas flip-conjuguées.
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Equivalence orbitale quantitative

2nde tentative : cocycles p-intégrables, ¢ sous-linéaire.

Théoreme (Carderi-Joseph—Le Maitre—Tessera 2023, C. 2025+)
Soient S € Aut(X, ) ergodique et ¢: R, — R, sous-linéaire.
Supposons que S vérifie I'une des deux hypothéses :

o il existe n > 2 tel que S" est ergodique;

@ S est un odométre.

Alors il existe T € Aut(X, i) telle que T et S sont p-OE mais pas flip-conjuguées.
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Equivalence orbitale quantitative

2nde tentative : cocycles p-intégrables, ¢ sous-linéaire.

Théoreme (Carderi-Joseph—Le Maitre—Tessera 2023, C. 2025+)
Soient S € Aut(X, ) ergodique et : Ry — R, sous-linéaire.
Supposons que S vérifie I'une des deux hypothéses :

o il existe n > 2 tel que S" est ergodique;

@ S est un odométre.

Alors il existe T € Aut(X, i) telle que T et S sont p-OE mais pas flip-conjuguées.

©-OE avec ¢ sous-linéaire

""" Cs ou cr
est intégrable

| |

I I

Flip-conjugaison

Equivalence orbitale Conjugaison
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Si T etS e Aut(X, u) sont Shannon OE, alors h,,(T) = h,(S). I




Si T et S € Aut(X, ) sont Shannon OE, alors h,,(T) =h,(S).

Si T et S e Aut(X, p) sont log-OE, alors elles sont Shannon OE.

— Si ¢ > log, alors I'équivalence orbitale ¢-intégrable préserve I'entropie.



Equivalence orbitale quantitative

Théoreme (Kerr—Li 2023)
Si T et S e Aut(X, p) sont Shannon OE, alors h,,(T) = h,(S). (

Théoréme (Carderi-Joseph—Le Maitre-Tessera 2023)
Si T etS e Aut(X, u) sont log-OE, alors elles sont Shannon OE. (

— Si ¢ > log, alors I'équivalence orbitale p-intégrable préserve I'entropie.

-OE avec ¢ sous-linéaire, ¢ > log

Cs ou cr
Shannon OE est intégrable

| | | |

I I I I
Flip-conjugaison

Equivalence orbitale Conjugaison
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L 'odométre universel est Shannon OE a tout odométre. I




L 'odométre universel est Shannon OE a tout odométre. I

Généralisations aux tranformations de rang un

@ ressemblent aux odométres (extension du théoréme de Kerr et Li);
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Théoreme (Kerr-Li 2023)

L’odométre universel est Shannon OE a tout odométre.

Généralisations aux tranformations de rang un
@ ressemblent aux odométres (extension du théoréme de Kerr et Li);
@ ont des propriétés dynamiques beaucoup plus variées (résultats de flexibilité)
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Equivalence orbitale quantitative

Théoreme (Kerr-Li 2023)

L’odométre universel est Shannon OE a tout odométre.

Généralisations aux tranformations de rang un
@ ressemblent aux odométres (extension du théoréme de Kerr et Li);
@ ont des propriétés dynamiques beaucoup plus variées (résultats de flexibilité)

Théoreme (C. 2025) |

Soit p: Ry — Ry vérifiant ¢(t) = o(t}/3). L'ensemble des transformations qui
sont p-OE a I'odométre universel contient :

@ les odomeétres;
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Théoreme (Kerr-Li 2023)

L’odométre universel est Shannon OE a tout odométre.

Généralisations aux tranformations de rang un
@ ressemblent aux odométres (extension du théoréme de Kerr et Li);
@ ont des propriétés dynamiques beaucoup plus variées (résultats de flexibilité)

Théoreme (C. 2025) |
Soit p: Ry — Ry vérifiant ¢(t) = o(t}/3). L'ensemble des transformations qui
sont p-OE a I'odométre universel contient :

@ les odomeétres;

@ /a transformation de Chacon (faiblement mélangeante mais pas fortement
mélangeante) ;
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Théoreme (Kerr-Li 2023)

L’odométre universel est Shannon OE a tout odométre.

Généralisations aux tranformations de rang un
@ ressemblent aux odométres (extension du théoréme de Kerr et Li);
@ ont des propriétés dynamiques beaucoup plus variées (résultats de flexibilité)

Théoreme (C. 2025) |
Soit p: Ry — Ry vérifiant ¢(t) = o(t}/3). L'ensemble des transformations qui
sont p-OE a I'odométre universel contient :

@ les odomeétres;

@ /a transformation de Chacon (faiblement mélangeante mais pas fortement
mélangeante) ;

@ une transformation de rang un fortement mélangeante;
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Equivalence orbitale quantitative

Théoreme (Kerr-Li 2023)

L’odométre universel est Shannon OE a tout odométre.

Généralisations aux tranformations de rang un
@ ressemblent aux odométres (extension du théoréme de Kerr et Li);

@ ont des propriétés dynamiques beaucoup plus variées (résultats de flexibilité)

Théoreme (C. 2025) |
Soit p: Ry — Ry vérifiant ¢(t) = o(t}/3). L'ensemble des transformations qui
sont p-OE a I'odométre universel contient :

@ les odomeétres;

@ /a transformation de Chacon (faiblement mélangeante mais pas fortement
mélangeante) ;

@ une transformation de rang un fortement mélangeante;

@ Ry pour 0 irrationnel dans un sous-ensemble indénombrable dense de R ;

Corentin Correia Sur I'équivalence orbitale quantitative 11 décembre 2025 24 /45



Equivalence orbitale quantitative

Théoreme (Kerr-Li 2023)

L’odométre universel est Shannon OE a tout odométre.

Généralisations aux tranformations de rang un
@ ressemblent aux odométres (extension du théoréme de Kerr et Li);
@ ont des propriétés dynamiques beaucoup plus variées (résultats de flexibilité)

Théoreme (C. 2025) |
Soit p: Ry — Ry vérifiant ¢(t) = o(t}/3). L'ensemble des transformations qui
sont p-OE a I'odométre universel contient :

@ les odomeétres;

@ /a transformation de Chacon (faiblement mélangeante mais pas fortement
mélangeante) ;

@ une transformation de rang un fortement mélangeante;
@ Ry pour 0 irrationnel dans un sous-ensemble indénombrable dense de R ;

@ pour tout 6 irrationnel, une transformation de rang un admettant la valeur
propre €70
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Rappel : La log-OE préserve I'entropie.



Equivalence orbitale quantitative

Rappel : La log-OE préserve I'entropie.

Théoreme (C. 2025+)

Soit S I'odométre universel, soit o > 0 ou o« = +o0o. Il existe T € Aut(X, u) telle
que :

e h,(T)=uqa;
o T et S sont Iogﬁ—OE pour tout 3 < 1.

NB : les odomeétres sont d’entropie nulle.
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@ Motivations

© Equivalence orbitale quantitative

© Odomutants et éléments de preuve



o Odomumserdémensdepene
Rappels :

Soient ¢: Ry — Ry une fonction sous-linéaire et S un odomeétre. Alors il existe
T € Aut(X, ) telle que T et S sont p-OE mais pas flip-conjuguées.

Soit S I'odométre universel, soit a > 0 ou a = +o00. Il existe T € Aut(X, i) telle
que :

e h,(T)=a;
o T et S sont Iogﬂ—OE pour tout < 1.

Construction commune :



Odomutants et éléments de preuve
Rappels :
Théoreme (C. 2025+)

Soient p: Ry — R, une fonction sous-linéaire et S un odomeétre. Alors il existe
T € Aut(X, p) telle que T et S sont v-OE mais pas flip-conjuguées.

Théoreme (C. 2025+)

Soit S I'odométre universel, soit o > 0 ou o« = +00. Il existe T € Aut(X, u) telle
que :

e h,(T)=uqa;
o T et S sont IogB—OE pour tout B < 1.

Construction commune :

Odometre S
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Odomutants et éléments de preuve
Rappels :
Théoreme (C. 2025+)

Soient p: Ry — R, une fonction sous-linéaire et S un odomeétre. Alors il existe
T € Aut(X, p) telle que T et S sont v-OE mais pas flip-conjuguées.

Théoreme (C. 2025+)

Soit S I'odométre universel, soit o > 0 ou o« = +00. Il existe T € Aut(X, u) telle
que :

e h,(T)=uqa;
o T et S sont IogB—OE pour tout B < 1.

Construction commune :

Permutations

Odomeétre S — successives F—
des orbites
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Odomutants et éléments de preuve
Rappels :
Théoreme (C. 2025+)

Soient p: Ry — R, une fonction sous-linéaire et S un odomeétre. Alors il existe
T € Aut(X, p) telle que T et S sont v-OE mais pas flip-conjuguées.

Théoreme (C. 2025+)

Soit S I'odométre universel, soit o > 0 ou o« = +00. Il existe T € Aut(X, u) telle
que :

e h,(T)=uqa;
o T et S sont log®-OE pour tout 8 < 1.

Construction commune :

Permutations

Odométre S ——| successives 4 Odomutant T 4
es orbites

Corentin Correia Sur I'équivalence orbitale quantitative 11 décembre 2025 27 /45



Odomutants et éléments de preuve

Odométre S ~> 4* Odomutant T %*

Dans cette section, nous allons :

@ définir les odomutants;
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Odomutants et éléments de preuve

Odométre S ~> 4* Odomutant T %*

Dans cette section, nous allons :
@ définir les odomutants;

@ démontrer une version plus faible du théoréme sur I'entropie :
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Odomutants et éléments de preuve

Odométre S ~> 4* Odomutant T %*

Dans cette section, nous allons :
@ définir les odomutants;

@ démontrer une version plus faible du théoréme sur I'entropie :
Théoreme (C. 2025+, version plus faible)
Soit S I'odométre universel. Il existe T € Aut(X, u) telle que :

e h,(T)>0;

o T et S sont log?-OE pour tout 8 < 1.
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Odomutants et éléments de preuve

Rappel sur les odomeétres :

X=1l,5010,1,...,q, — 1}
S: (Xn)n>0 € X — (xn)n>0 + (1,0,0,...) avec retenue
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Odomutants et éléments de preuve

Rappel sur les odomeétres :

X=1l,5010,1,...,q, — 1}
S: (Xn)n>0 € X — (xn)n>0 + (1,0,0,...) avec retenue

Structure combinatoire :
Définition (n-cylindres)
Pour iy € {0,1,...,(]0—1},...71.,,,1 S {0,1,...7(]”,1—1},

[i07 ceey in—l]n = {(Xi)nZO e X | X0 = i07 ey Xp—1 = in—1}~
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Odomutants et éléments de preuve

G =4

3l
(2]
(11
[0,
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Go =4

Odomutants et éléments de preuve

[3Bl:

(2l

(1]

S¢

[0]:
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Odomutants et éléments de preuve

q =4 R1

[3Bl: oy
(2l cq %
(1] cq
[0, ‘
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Go =4

[3Bl:
(2l

Odomutants et éléments de preuve

(1]

[0]:

St S
) \
St |
51 ‘\
N ! ?
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Odomutants et éléments de preuve

Go=4
3l
2]
(11
(0] : :
[e, 0] [e. 1] [e. 2] @ =3
11 décembre 2025 30/45
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Odomutants et éléments de preuve

3l
2]
(11
[0

[0, 0] [o. 1] [e, 2]
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Odomutants et éléments de preuve

[3Bl: ‘ y ‘
(2] p p P
o, , ,
oh | | |
[e, 0] [o. 1] [».2]
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Odomutants et éléments de preuve

g WA\ A 1
(2l p “w s ‘\ )
(1] , \ , \ ,
o], —
[e, 0] [o. 1] [».2]

Corentin Correia Sur I'équivalence orbitale quantitative 11 décembre 2025 30/45



Odomutants et éléments de preuve

b
AN b
P4 RS
\ -+
4
N 1
b RS \
t +—
1
4
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Odomutants et éléments de preuve

W
b
!
!
s
/
|
]
W
a4
1
1
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Odomutants et éléments de preuve

Ry

(3.2 ‘
2.2), .
1.2 ,
[0, 2] ,
3.1 ;
2.1 ; 9091
(L. 1] .
[0, 1]> ,
[3,0] :
(2.0]2 s
(1.0] s
[0, 0] )
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Odomutants et éléments de preuve

3.2 ‘

(2.2 p

(1.2] , \
[0.2], 4 \
3. 1] ,\ \
2, 1] , |
(1.1] ,

[0, 1] 4 ‘\
3.0 ,\ /
2, 0] p |
[1,0]2 , }“‘
[0, 0] ' "7
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Odomutants et éléments de preuve

(3.2
[2,2]
[1,2]
[0.2]
(3.1]
2, 1]
(L.1]
[0.1],
3.0
(2.0
(1.0]
[0, 0],

[0,0,0]3[0,0,1]; [0, 2] %@ =3
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2, 2]
(1. 2]
[0.2]
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(3.2
(2.2
(1.2
[0.2]
(3.1]
[2.1]
(L.1]
[0.1]
(3.0
[2,0],
[1,0],
[0, 0]

W
o
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v
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Y
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Odomutants et éléments de preuve

Odometre :
[1]1 [2]1

[0]1

[0 — 1]1 [90 — 2]1

Avec un odomutant : dynamique moins « prévisible »
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Odomutants et éléments de preuve
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Odomutants et éléments de preuve
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Go =4

Odomutants et éléments de preuve

[3Bl:

(2l

(1]

[0]:

Corentin Correia

o 1

Sur I'équivalence orbitale quantitative

[o, 2]2

q =3

11 décembre 2025

32/45



Odomutants et éléments de preuve

Go =4

3l b
2]
(11
[0

[., 1]2 - [O, 2]2

q =3
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Odomutants et éléments de preuve

Go =4

3l
2]
(11
[0

b 2

q =3
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Odomutants et éléments de preuve

Go=4
(3lx “T N
2| 4 » \T‘ !
o || T\ v
(0] ' :
[e, 0] [e. 1] [e.2]> @ =3
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Go =4

3l
2]
(11
[0

Corentin Correia

Odomutants et éléments de preuve

7T » T4
Y \ T \
Tl «|T) T4
I IBY \
T\ T1

[e, 1]2 [*,2]2 a=3
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Odomutants et éléments de preuve

q =4
Bl1 4, 7 numéro 2 : \ T,
/3 ; : \ \
21 T“ numéro 3 : ‘iT\ T T,
| . Sl y/ \
(1], | , 7 numéro 0 : T\ T1
[0]; numéro 1 : '
[»,0]2 [e, 1]2 [*,2]2
0—1
P tations - 1—0
ermutations : 2,53
32
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Odomutants et éléments de preuve

q =4
Bl “T \ numéro 3 T,
2], T‘ 4 \T‘ Tnuméro 1 T;

4
f

(1h \

7 = i

T\ v/ numéro 2 : T,

[0],

Permutations :

Corentin Correia
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(T \
numéro 0 i
[»,0]2 [e, 1]2 [*,2]2
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Odomutants et éléments de preuve

Go=4
Bl “T . ‘T, numéro 3
IR \ \ .
2], 7/ 417 T T, numéro 2
T 3 , 1
[1ls \ T T v/ T; numéro 1
[0]; \ . ' numéro 0
[e, 0] [e. 1] [e.2]> @ =3
01 00 00
Permutations : 10 L2 L=l
23 21 242
32 3—3 33
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Odomutants et éléments de preuve
étape 0
(0)

0xq

k, sous-colonne [e, xq]»

Go=4
3l “T N T,
/X g T s
Ch | 7 L 7 Ty
T H [ / H \
m| T 7,
ot L »
[o, 0] [o. 1] [e. 2] g =3
01 00 0—0
Permutations : o ; : g o ; : f ot ; : ;
32 3—3 3—3
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Odomutants et éléments de preuve
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Odomutants et éléments de preuve
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Odomutants et éléments de preuve

A A
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“f i /3 } [.Y 1]2
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Odomutants et éléments de preuve
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numéro 1

numéro 2

numéro 0

Permutations :
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4
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Odomutants et éléments de preuve

4 4
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—
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Odomutants et éléments de preuve
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Odomutants et éléments de preuve
Un odomutant T, c'est...

@ la donnée d'entiers g4, q,qy ... > 2
et de I'odométre S sur X =[],-,{0,1,...,9, — 1};
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Odomutants et éléments de preuve
Un odomutant T, c'est...
@ la donnée d'entiers g4, q,qy ... > 2
et de I'odométre S sur X =[],-,{0,1,...,9, — 1};

@ pour tout n > 0, la donnée de g,+1 permutations de {0,1,...,g, — 1} :
(n)
o

(m ()
O 01 0l 1
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Odomutants et éléments de preuve
Un odomutant T, c'est...

@ la donnée d'entiers g4, q,qy ... > 2
et de I'odométre S sur X =[],-,{0,1,...,9, — 1};

@ pour tout n > 0, la donnée de g,+1 permutations de {0,1,...

RS R
A I'étape n :
Xnt1 (n+ 1)-iéme coordonnée € {0,...,qnt1 — 1}
représente le bloc [e,... e e x, . 1],2
1
o, permutation sur la n-iéme coordonnée € {0, ...

>qn_1}
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Odomutants et éléments de preuve
Un odomutant T, c'est...

@ la donnée d'entiers g4, q,qy ... > 2
et de I'odométre S sur X =[],-,{0,1,...,9, — 1};

@ pour tout n > 0, la donnée de g,+1 permutations de {0,1,...,g, — 1} :
(n) _(n) ()
Oy 01 5o Og g
A I'étape n :
Xnt1 (n+ 1)-iéme coordonnée € {0,...,qnt1 — 1}
représente le bloc [e,... e e x, . 1],2
N
o&le permutation sur la n-iéme coordonnée € {0,...,q, — 1}
— permutation des sous-blocs

[.7 e, @ 0, Xn+1]n+2,
[.7 ceey @ 1a Xn+1]n+2’
[.7 ..., 9,qp, Xn+1]n+2
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b X X

(Xn)n>0 — (0')(<?)(X0), a,(;)(xl), cey aﬁgzl(x,,),xnﬂ,xn“, .. )
v X X

Cadzo — (00a), o), o), ) = lim win(x)



v X — X

Cadzo (7 00) 0 0a), s o, ()it Xt
v X — X

Cadzo — (00a), o), o), ) = lim win(x)

T:{xeX|¢(x)#(qp—-1,q1—1,...)} — {x € X | ¢¥(x) #(0,0,...)}

— i =1l
Tx=lim 7 S¢(x)




Odomutants et éléments de preuve

Gt X X

(Xn)nZO — (U)(<(1)) (X0)7 0'>(<3)(X1), DR (T)((:J)rl (Xn)7 Xn+17 Xn+2) . )
v X X

Cadzo — (00a), o), o), ) = lim win(x)

Définition (Odomutant T associé a I'odométre S)

T:-{xeX|v(x)#(qp—-1,q.—1,...)} — {x € X | (x) #(0,0,...)}
Tx= lim ¢ 'S,(x)

n—+oo

o T e Aut(X,p);
@ T et S ont les mémes orbites (a mesure nulle pres);

@ ¢po T = S o1 presque partout,
donc T se factorise sur I'odométre S.

Corentin Correia Sur I'équivalence orbitale quantitative 11 décembre 2025 34 /45



Rappel :

Soit S 'odomeétre universel. Il existe T € Aut(X, u) telle que :
e h,(T)>0;
o T et S sont log®-OE pour tout 8 < 1.

Calcul de h,(T) :



Odomutants et éléments de preuve

Rappel :

Théoreme (C. 2025+, version plus faible)

Soit S I'odométre universel. Il existe T € Aut(X, ) telle que :
e h,(T)>0;
o T et S sont Iogﬁ—OE pour tout 3 < 1.

Calcul de h,(T) :

@ c'est plus facile de considérer |'entropie topologique
— Il faut que T: X — X soit continue sur X
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Odomutants et éléments de preuve

Rappel :

Théoreme (C. 2025+, version plus faible)

Soit S I'odométre universel. Il existe T € Aut(X, ) telle que :
e h,(T)>0;
o T et S sont Iogﬁ—OE pour tout 3 < 1.

Calcul de h,(T) :

@ c'est plus facile de considérer |'entropie topologique
— Il faut que T: X — X soit continue sur X

@ on utilise le principe variationnel
— Si T est uniquement ergodique, alors hyop(T) = h,(T)

Corentin Correia Sur I'équivalence orbitale quantitative 11 décembre 2025

35,45



Odomutants et éléments de preuve

HYPOTHESE 1 :
(n) _(n) (n)

Pour tout n > 0, les permutations o, 07, ...,0, " _ fixent 0 et g, — 1.

Celadonne T: X\ {(go— 1,1 —1,...)} = X\ {(0,0,...)}
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Odomutants et éléments de preuve

HYPOTHESE 1 :
(n) _(n) (n)

Pour tout n > 0, les permutations o, 07, ...,0, " _ fixent 0 et g, — 1.

Celadonne T: X\ {(go— 1,1 —1,...)} = X\ {(0,0,...)}
qu'on prolonge : T(qo — 1,q1 — 1,. ) =(0,0,...)
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Odomutants et éléments de preuve

HYPOTHESE 1 :

Pour tout n > 0, les permutations o(()"), UE"), ool fixent 0 et gy — 1.

Gny1—1

Celadonne T: X\ {(go— 1,1 —1,...)} = X\ {(0,0,...)}
qu'on prolonge : T(qo — 1,q1 — 1,. ) =(0,0,...)

Propriété
e T: X — X est un homéomorphisme (donc T est continue).

® Pour tout x € X (pas seulement & mesure nulle pres),
Orbr(x) = Orbs(x) (donc T est uniquement ergodique).
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Odomutants et éléments de preuve

But :
@ trouver les parametres :
o les g, (donc I'odométre S);
(n)

i

e et les permutations o
tels que hyop(T) > 0;

(vérifiant I'hypothese 1),
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Odomutants et éléments de preuve

But :
@ trouver les parametres :
o les g, (donc I'odométre S);
(n)

i

e et les permutations o
tels que hyop(T) > 0;

(vérifiant I'hypothese 1),

@ ...en espérant une équivalence orbitale Iogﬁ-intégrable pour tout S < 1.
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Odomutants et éléments de preuve

Entropie topologique :

Etant donné U un recouvrement de X par des ouverts,

e N(U) = min{|U'|, U’ sous-recouvrement}
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Odomutants et éléments de preuve

Entropie topologique :

Etant donné U un recouvrement de X par des ouverts,
e N(U) = min{|U'|, U’ sous-recouvrement}
o U ={UNT X U)N...OT=DNU,_1) | Uy,...,Up1 €U}
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Odomutants et éléments de preuve

Entropie topologique :

Etant donné U un recouvrement de X par des ouverts,
e N(U) = min{|U'|, U’ sous-recouvrement}
o U ={UNT X U)N...OT=DNU,_1) | Uy,...,Up1 €U}

n
_ log N(U™)
hiop(T,U) = lim ——"
n——+oo n
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Odomutants et éléments de preuve

Entropie topologique :

Etant donné U un recouvrement de X par des ouverts,
e N(U) = min{|U'|, U’ sous-recouvrement}
o U ={UNT X U)N...OT=DNU,_1) | Uy,...,Up1 €U}

log N(1"
heop(T,U) = lim log N(U")

n——+oo n

htop( T) = S;p htop( T, U)
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Dans X =[[,501{0,1,....q, — 1} ...



Dans X =[[,501{0,1,....q, — 1} ...

Pour i € {0,1,...,q90 — 1}, [i]1 = {(Xn)n>0 € X | xo = i} (1-cylindre)




Dans X =[[,501{0,1,....q, — 1} ...

Pour i € {0,1,...,q90 — 1}, [i]1 = {(Xn)n>0 € X | xo = i} (1-cylindre)

... considérons U, = {[0]1, [1]1,---,[go — 1]1} (recouvrement par des ouverts)
. log N((U)")
hoop(T) = hiop(T.U) = lim 8L



Dans X =[[,501{0,1,....q, — 1} ...

Pour i € {0,1,...,q90 — 1}, [i]1 = {(Xn)n>0 € X | xo = i} (1-cylindre)

... considérons U, = {[0]1, [1]1,---,[go — 1]1} (recouvrement par des ouverts)
. log N((U)")
hoop(T) = hiop(T.U) = lim 8L

Mais U, est aussi une partition! 2 conséquences :



Odomutants et éléments de preuve

Dans X =[[,501{0,1,...,q, — 1} ...

Rappel
Pour i € {0,1,...,q90 — 1}, [i]1 = {(Xn)n>0 € X | xo = i} (1-cylindre)

... considérons U, = {[0]1, [1]1,...,[g0 — 1]1} (recouvrement par des ouverts)

hiop(T) = heop(T, Us) = lim log N((t4:)")

n—-+o00 n
Mais U, est aussi une partition! 2 conséquences :

1re conséquence :

N((2)") = [(U)" \ {0}
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Odomutants et éléments de preuve

Dans X =[[,501{0,1,...,q, — 1} ...

Rappel
Pour i € {0,1,...,q0 — 1}, [/l = {(Xn)n>0 € X | x0 = i} (1-cylindre) J
... considérons U, = {[0]1, [1]1,...,[g0 — 1]1} (recouvrement par des ouverts)

log N((24)")

htOp(T) > htop(T,Z/l*) = l|im

n—-+o00 n
Mais U, est aussi une partition! 2 conséquences :

1re conséquence :

N((2)") = [(U)" \ {0}

heop(T) > lim log |(¢4.)"|

n—+o00 n
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2nde conséquence : codage avec des mots.



2nde conséquence : codage avec des mots.

(U,)" est I'ensemble des

[io]]_ n T_l([il]l) n...N T_(n_l)([i,,_l]l)

pour iy, ... in—1 € {0,1,...,q0 — 1}.




2nde conséquence : codage avec des mots.

(U)" est I'ensemble des

[io]]_ n T_l([il]l) n...N T_(n_l)([i,,_l]l)

pour iy, ... in—1 € {0,1,...,q0 — 1}.

Or, étant donné x € X,

X € [iO]l n T_l([illl) n...N T_(n_l)([i,,_lll)
<~ X € [io]l, Tx € [il]la RN T"_lx = [in—l]l



Odomutants et éléments de preuve

2nde conséquence : codage avec des mots.

Rappel

(U,)" est I'ensemble des
loli N T2 ([i]) N ... n T D ([ip—1]1)

pour iy, ... in—1 € {0,1,...,q0 — 1}.

Or, étant donné x € X,

x€loh N T YH[a)N...0 T D([i_1]h)
< x € [igl1, Tx€ [l -vy T %= [in-1]s

~> on associe a x le mot (ig,...,in—1)
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Odomutants et éléments de preuve

2nde conséquence : codage avec des mots.

Rappel

(U,)" est I'ensemble des
loli N T2 ([i]) N ... n T D ([ip—1]1)

pour iy, ... in—1 € {0,1,...,q0 — 1}.

Or, étant donné x € X,

x€loh N T YH[a)N...0 T D([i_1]h)
< x € [igl1, Tx€ [l -vy T %= [in-1]s

~> on associe a x le mot (ig,...,in—1)

h (T) > lim log (nombre de mots (ip,...,i,—1) de longueur n obtenus avec les 1-cylindres)
top

~ n—+oo n
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Odomutants et éléments de preuve

Rappel sur I'hypothese 1 :
Pour tout n > 0, les permutations or((,"), ey Ur(J:L—l fixent 0 et g, — 1.
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Odomutants et éléments de preuve

Rappel sur I'hypothese 1 :

Pour tout n > 0, les permutations or((,"), ey ag:il_l fixent 0 et g, — 1.

HYPOTHESE 2 :
Pour tout n >0, o3, ... ,Ug'n’irl décrivent toutes les permutations de
{0,1,...,q, — 1} fixant 0 et g, — 1, et sont deux a deux distinctes.

~ Gn1 = (qn — 2)!
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Odomutants et éléments de preuve

Rappel sur I'hypothese 1 :

Pour tout n > 0, les permutations or(()"), ey ag:il_l fixent 0 et g, — 1.

HYPOTHESE 2 :
Pour tout n >0, o3, ... ,Ug'n’irl décrivent toutes les permutations de
{0,1,...,q, — 1} fixant 0 et g, — 1, et sont deux a deux distinctes.

~ Gn1 = (qn — 2)!

Proposition

Avec les hypotheses 1 et 2 :
@ hio,(T) > (log go) — C ou C est une constante;
@ Si qo est assez grand, hyo,(T) > 0.
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Groe T, — Ty, e ot ol / oller(x))du(x) et / o(les(x))du(x)
X X

sont majorées par Z M

= G- dn




s Ry, — Ry, o iecitis, 2l / oller(x))du(x) et / o(les(x))du(x)
X X
%---qn+1)

sont majorées par Z 4
n>0

Avec Gn+1 = (qn — 2)!, les cocycles sont Iogﬁ -intégrables pour tout B < 1. I

Fin de la preuve du théoréme (version affaiblie).

90 - qn




Odomutants et éléments de preuve
Version topologique :

Théoreme (C. 2025+)

Soit S I'odométre universel, soit a > 0 ou oo = +o00. Il existe T un
homéomorphisme minimal sur le Cantor tel que :
("] htop(T) =,

e T et S sont fortement orbitalement équivalents, avec des cocycles
log”-intégrables pour tout 3 < 1.

Equivalence orbitale forte : chaque cocycle a au plus un point de discontinuité
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Odomutants et éléments de preuve

Version topologique :

Théoreme (C. 2025+)

Soit S I'odométre universel, soit a > 0 ou oo = +o00. Il existe T un
homéomorphisme minimal sur le Cantor tel que :

o htop(T) =,
e T et S sont fortement orbitalement équivalents, avec des cocycles
Iogﬂ—intégrables pour tout < 1.

Equivalence orbitale forte : chaque cocycle a au plus un point de discontinuité

Généralisation de :

Théoréme (Boyle-Handelman 1994)

Soit S I'odométre dyadique, soit « > 0 ou o = +o0. Il existe T un
homéomorphisme minimal sur le Cantor tel que :

(] htop(T) =,

e T et S sont fortement orbitalement équivalents.
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- Odomutantsetélémemsdeprewe
Pistes futures...

Un résultat trés récent :

Si S et T sont des odometres, alors S et T sont ¢-OE pour tout ¢: Ry — Ry
sous-linéaire.

Généralisation pour les transformations de rang un ? Suspense...



Odomutants et éléments de preuve

Merci de m'avoir écouté !
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(Cartoon by Kostya Krutoy)
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