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Notations/conventions :

I, A\ : groupes de type fini
(Sr, Sa ensembles finis générateurs)
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Notations/conventions :

I, A\ : groupes de type fini
(Sr, Sa ensembles finis générateurs)

G, H : groupes localement compacts, compactement engendrés
(Sg, Su ensembles compacts générateurs)
AG, Ay : mesures de Haar

Etant données f,g: R, — R, on dit que

@ g domine f, noté f < g, si :
3C >0, f(x) < Cg(Cx) pour x > 0 assez grand.

e f et g sont asymptotiquement équivalentes, noté f ~ g, si :
f<xgetgxf
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© Equivalence mesurée quantitative

© Genéralisation aux groupes localement compacts (travail en commun avec Juan
Paucar)

© Idées de preuve



Un couplage d'équivalence mesurée entre deux groupes dénombrables I' et A est la
donnée




Equivalence mesurée quantitative

Définition
Un couplage d'équivalence mesurée entre deux groupes dénombrables I et A est la
donnée

@ d’un espace mesuré standard (£, u);

@ d’actions ', A ~ (Q, i) préservant la mesure ,

tels que
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Equivalence mesurée quantitative

Définition
Un couplage d'équivalence mesurée entre deux groupes dénombrables I et A est la
donnée
@ d’un espace mesuré standard (£, u);
@ d’actions ', A ~ (Q, i) préservant la mesure ,
tels que
@ les actions sont libres et commutent ;
o [~ (Q, ) admet un domaine fondamental X de mesure fini;

o A~ (Q, 1) admet un domaine fondamental X, de mesure fini.

Si cela existe, on dit que I' et A sont ME.
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Equivalence mesurée quantitative

Définition
Un couplage d'équivalence mesurée entre deux groupes dénombrables I et A est la
donnée
@ d’un espace mesuré standard (£, u);
@ d’actions ', A ~ (Q, p) préservant la mesure g,
tels que
@ les actions sont libres et commutent;
o [~ (Q, ) admet un domaine fondamental Xr de mesure fini;
o A~ (Q, 1) admet un domaine fondamental X, de mesure fini.
Si cela existe, on dit que I' et A sont ME.

I" et A des réseaux d'un groupe localement compact G :
0 Q=G, p=Ag;

o I ~ G : translation a gauche;

e A~ G : translation a droite.
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Autre source d'exemples :

Un couplage d'équivalence orbitale entre deux groupes dénombrables I et A est la
donnée




Equivalence mesurée quantitative

Autre source d'exemples :
Définition
Un couplage d'équivalence orbitale entre deux groupes dénombrables I et A est la
donnée
@ d'un espace de probabilité standard (X, p);
@ d’actions ', A ~ (X, i) préservant la mesure de probabilité p,
tels que
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Equivalence mesurée quantitative

Autre source d'exemples :
Définition
Un couplage d’équivalence orbitale entre deux groupes dénombrables I' et A est la
donnée
@ d'un espace de probabilité standard (X, p);
@ d’actions ', A ~ (X, i) préservant la mesure de probabilité p,
tels que
@ les actions sont libres ;
@ et partagent les mémes orbites : pour presque tout x € X, I - x = A - x.
Si cela existe, on dit que I et A sont OE.

C'est équivalent a I'existence d'un couplage d'équivalence mesurée avec des
domaines fondamentaux égaux (et dans ce cas Xp = Xj = X).

OE = ME
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Les groupes moyennables infinis sont deux a deux OE (et donc ME). |




Equivalence mesurée quantitative

Théoréme (ORNSTEIN — WEISS 1980)

Les groupes moyennables infinis sont deux 3 deux OE (et donc ME).

Comment renforcer I'équivalence orbitale/mesurée pour obtenir une théorie
intéressante parmi les groupes moyennables 7

—> contraintes sur les cocycles associés a un couplage d'équivalence
orbitale/mesurée.
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Equivalence mesurée quantitative

@ Cocycles associés a un couplage de ME :

cra: X Xp = Aetepr: A X Xr — T définis par :
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Equivalence mesurée quantitative

@ Cocycles associés a un couplage de ME :

cra: X Xp = Aetepr: A X Xr — T définis par :

A (y-2p)

CF,/\(’%XA) “y - xp € Xp et C/\7r()\,Xr) A xr € Xr.
~— ~—
€Xn exr

Corentin Correia ME quantitative, groupes l.c. 04/06/2026 7/24



Equivalence mesurée quantitative

@ Cocycles associés a un couplage de ME :

cra: X Xp = Aetepr: A X Xr — T définis par :

A (y-2p)

CF,/\(’%XA) “y - xp € Xp et C/\7r()\,Xr) A xr € Xr.
~— ~—
€Xn exr

Actions induites I ~ (X, px,) et A~ (Xr, px;) :

yoxn:=cra(ysxn) v xn et Aexr = car(A xr) - A xr.
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Equivalence mesurée quantitative

@ Cocycles associés a un couplage d'OE :

cra: X X — Aetcar: A X X — T définis de la maniére suivante :

M- x=AN-x
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Equivalence mesurée quantitative

@ Cocycles associés a un couplage d'OE :

cra: X X — Aetcar: A X X — T définis de la maniére suivante :

M- x=AN-x
Ve hY
voxeN-x={N-x| e}
7 X = ara(r,x) X

———

en
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Equivalence mesurée quantitative

@ Cocycles associés a un couplage d'OE :

cra: X X — Aetcar: A X X — T définis de la maniére suivante :

MNx=A-x
e N\
y-xeN-x={\-x| A€} ANxel-x={y-x|yerl}
v-x=cra(y,x)x A-x=car(A x)x
: - : ,
€ €
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Equivalence mesurée quantitative

@ Lorsqu'on démontre « OE <= ME avec Xr = Xj » :
o les actions induites ' ~ (Xj, ix,) et A ~ (Xr, pix.) ont les mémes orbites ;
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Equivalence mesurée quantitative

@ Lorsqu'on démontre « OE <= ME avec Xr = Xj » :

o les actions induites ' ~ (Xj, ix,) et A ~ (Xr, pix.) ont les mémes orbites ;
o les cocycles d'OE et de ME sont les mémes fonctions a peu de choses prés (on
ne perd pas d’'information).
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Equivalence mesurée quantitative

@ Lorsqu'on démontre « OE <= ME avec Xr = Xj » :

o les actions induites ' ~ (Xj, ix,) et A ~ (Xr, pix.) ont les mémes orbites ;
o les cocycles d'OE et de ME sont les mémes fonctions a peu de choses prés (on
ne perd pas d’'information).

@ Pour une OE, cra(.,x): T — ANet cpr(.,x): A — T sont des bijections pour
presque tout x € X (inverses |'une de I'autre).
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Equivalence mesurée quantitative

@ Lorsqu'on démontre « OE <= ME avec Xr = Xj » :

o les actions induites ' ~ (Xj, ix,) et A ~ (Xr, pix.) ont les mémes orbites ;
o les cocycles d'OE et de ME sont les mémes fonctions a peu de choses prés (on
ne perd pas d’'information).

@ Pour une OE, cra(.,x): T — ANet cpr(.,x): A — T sont des bijections pour
presque tout x € X (inverses |'une de I'autre).

@ Pour une ME, c'est valable pour x € Xr N Xj, mais ce sont des bijections
entre Rr(x) et Rp(x), ol

Rr(x) ={yel|vyexe XrnNXpa}.
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Equivalence mesurée quantitative

Définition

Soient I et A deux groupes de type fini.

Soit (£2, 1) un couplage d'équivalence mesurée entre I et A.
Soient ¢, 1: R, — R, des fonctions croissantes.

On dit que (2, ) est un couplage de ME (¢, v))-intégrable de " vers A si
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Equivalence mesurée quantitative

Définition

Soient I et A deux groupes de type fini.

Soit (£2, 1) un couplage d'équivalence mesurée entre I et A.
Soient ¢, 1: R, — R, des fonctions croissantes.

On dit que (2, ) est un couplage de ME (¢, v))-intégrable de " vers A si

(ICr,A(% )

c > dp(x) < +o0;

e Vye S, 3C, >0, / %)

Xn
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Equivalence mesurée quantitative
Définition

Soient I et A deux groupes de type fini.
Soit (£2, 1) un couplage d'équivalence mesurée entre I et A.

Soient ¢, 1: R, — R, des fonctions croissantes.

On dit que (2, ) est un couplage de ME (¢, v))-intégrable de " vers A si

e Vy e S, 3C, >0, / 7 ('CFA(%XNA> dp(x) < +o0;
Xn

C’Y
A
e VA € Sy, 3C, >0, / Wb ('C’”(C,X)r> du(x) < +oo.
Xr A )

Corentin Correia ME quantitative, groupes l.c. 04/06/2026 10/ 24



Equivalence mesurée quantitative
Définition
Soient I et A deux groupes de type fini.

Soit (£2, 1) un couplage d'équivalence mesurée entre I et A.
Soient ¢, 1: R, — R, des fonctions croissantes.

On dit que (2, ) est un couplage de ME (¢, v))-intégrable de " vers A si

e Vy e S, 3C, >0, / 7 ('CFA(%XNA> dp(x) < +o0;
X C’Y

A
e VA € Sy, 3C, >0, / Wb ('C’”(C,X)r> du(x) < +oo.
Xr A

Définition

(X, p) couplage d'OE (¢, v))-intégrable : remplacer Xr et X par X.
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Equivalence mesurée quantitative
Définition
Soient I et A deux groupes de type fini.

Soit (£2, 1) un couplage d'équivalence mesurée entre I et A.
Soient ¢, 1: R, — R, des fonctions croissantes.

On dit que (2, ) est un couplage de ME (¢, v))-intégrable de " vers A si

e Vy e S, 3C, >0, / 7 ('CFA(%XNA> dp(x) < +o0;
X C’Y

" (IC/\,F(NX)F

.vxesA,ac;>o,/ ,
C/\

; ) dp(x) < 4o0.

Définition

(X, p) couplage d'OE (¢, v))-intégrable : remplacer Xr et X par X.

L pour ¢(x) = xP (p = 0)
LO : hypothése vide sur le cocycle correspondant.

Exemples : (log, L%), (L°,LY/?), ...
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Le profil isopérimétrique j; r: N — Ry de I de type fini est défini par :

Ji,r(n) = sup bl
acr |OrA|
[A|<n

ol 9rA = (S5rA) \ A est la frontiére de A.




Equivalence mesurée quantitative

Définition

Le profil isopérimétrique j; r: N — Ry de I de type fini est défini par :

Jir(n) = sup Al
Acr |OrA|
[A|<n

ol OrA = (SrA) \ A est la frontiére de A.

I" est moyennable si et seulement si ji r n'est pas bornée (considérer A = F, étant

donnée (F,)n>0 une suite de Fglner)
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Equivalence mesurée quantitative
Définition
Le profil isopérimétrique j; r: N — Ry de I de type fini est défini par :

Jjir(n) = sup Al
acr |OrA|
JA[<n

ol OrA = (SrA) \ A est la frontiére de A.

V.

I" est moyennable si et seulement si ji r n'est pas bornée (considérer A = F, étant
donnée (F,)n>0 une suite de Fglner)

o I a croissance polynomial de degré d (ex : Z9) : jyr(n) ~ n/9;
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Equivalence mesurée quantitative
Définition
Le profil isopérimétrique j; r: N — Ry de I de type fini est défini par :

Jjir(n) = sup Al
acr |OrA|
Al<n

ol OrA = (SrA) \ A est la frontiére de A.

V.

I" est moyennable si et seulement si ji r n'est pas bornée (considérer A = F, étant
donnée (F,)n>0 une suite de Fglner)

o I a croissance polynomial de degré d (ex : Z9) : jyr(n) ~ n/9;
e I =BS(1, n), n > 2 (groupe de Baumslag-Solitar) : ji r(n) ~ log n;
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Equivalence mesurée quantitative
Définition
Le profil isopérimétrique j; r: N — Ry de I de type fini est défini par :

Jjir(n) = sup Al
acr |OrA|
Al<n

ol OrA = (SrA) \ A est la frontiére de A.

V.

I" est moyennable si et seulement si ji r n'est pas bornée (considérer A = F, étant
donnée (F,)n>0 une suite de Fglner)

o I a croissance polynomial de degré d (ex : Z9) : jyr(n) ~ n/9;

e I =BS(1, n), n > 2 (groupe de Baumslag-Solitar) : ji r(n) ~ log n;

@ [Erschler 2003] ' = F 1 Z, F groupe fini (groupe d'allumeur de réverbére sur
Z) : jir(n) ~logn;
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Equivalence mesurée quantitative
Définition
Le profil isopérimétrique j; r: N — Ry de I de type fini est défini par :

Jjir(n) = sup Al
acr |OrA|
|AI<n

ol OrA = (SrA) \ A est la frontiére de A.

V.

I" est moyennable si et seulement si ji r n'est pas bornée (considérer A = F, étant
donnée (F,)n>0 une suite de Fglner)

o I a croissance polynomial de degré d (ex : Z9) : jyr(n) ~ n/9;

e I =BS(1, n), n > 2 (groupe de Baumslag-Solitar) : ji r(n) ~ log n;

@ [Erschler 2003] ' = F 1 Z, F groupe fini (groupe d'allumeur de réverbére sur
Z) : jir(n) ~logn;

@ [Erschler 2003] ' = F2(F (... (FZ)...) : jir(n) ~loglog...logn.
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Equivalence mesurée quantitative
Définition
Le profil isopérimétrique j; r: N — Ry de I de type fini est défini par :

Jjir(n) = sup Al
acr |OrA|
|AI<n

ol OrA = (SrA) \ A est la frontiére de A.

V.

I" est moyennable si et seulement si ji r n'est pas bornée (considérer A = F, étant
donnée (F,)n>0 une suite de Fglner)

o I a croissance polynomial de degré d (ex : Z9) : jyr(n) ~ n/9;

e I =BS(1, n), n > 2 (groupe de Baumslag-Solitar) : ji r(n) ~ log n;

@ [Erschler 2003] ' = F 1 Z, F groupe fini (groupe d'allumeur de réverbére sur
Z) : jir(n) ~logn;

@ [Erschler 2003] ' = F2(F (... (FZ)...) : jir(n) ~loglog...logn.

v

« Plus vite le profil isopérimétrique j; r croit vers 400, plus le groupe I est

moyennable »
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Equivalence mesurée quantitative
Définition

Le profil isopérimétrique j; r: N — Ry de I de type fini est défini par :

Jir(n) = sup Al
Acr |OrA|
[A|<n

ol OrA = (SrA) \ A est la frontiére de A.

, [l
On a également j; r(n) >~  sup ,
r(n) Firor |Vl

[supp f|<n

avec [|flle = cr IF(l et [[VFllL = Xoes 2oner F(7) = F(s7)].

(On a remplacé A par f =1,)
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Soient I et A\ des groupes de type fini.
Soit ¢: Ry — R, une fonction croissante telle que t — t/(t) est croissante.




Equivalence mesurée quantitative

Théoréme (Delabie — Koivisto — Le Maitre — Tessera 2022)
Soient I et A\ des groupes de type fini.

Soit ¢: Ry — R, une fonction croissante telle que t — t/y(t) est croissante.

S'il existe un couplage de ME (o, L°)-intégrable de T vers A, alors

e(j1,A(x)) < Jir(x).
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Equivalence mesurée quantitative

Théoréme (Delabie — Koivisto — Le Maitre — Tessera 2022)
Soient I et A\ des groupes de type fini.

Soit ¢: Ry — R, une fonction croissante telle que t — t/y(t) est croissante.

S'il existe un couplage de ME (o, L°)-intégrable de T vers A, alors

e(j1,A(x)) < Jir(x).

Si A est « plus gros » que I, i.e. j1.o < j1,r, alors la conclusion n'apporte rien.

Le plus intéressant : lorsque I est « plus gros » que A.
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Equivalence mesurée quantitative

Exemple d'application :

J1,z4(n) =~ nt/d.

~+ S'il existe un couplage (i, L°)-intégrable de Z**+* vers Z*, alors

P(x) < xF7.
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Equivalence mesurée quantitative

Exemple d'application :

J1,z4(n) =~ nt/d.

~+ S'il existe un couplage (i, L°)-intégrable de Z**+* vers Z*, alors
p(x) < X1,
C'est optimal :

Théoréme (Delabie — Koivisto — Le Maitre — Tessera 2022)

Pour tout p < kLM, il existe un couplage d'OE (LP,L°) de Z*K+* vers Z .

k
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Exemple d'application :
jlyzd(n) ~ nl/d.
~» S'il existe un couplage (¢, L0)-intégrable de Z*K+¢ vers Z¥, alors

_k_

p(x) < xF7.

C'est optimal :

Pour tout p < kLH, il existe un couplage d’OE (LP,L°) de ZK+* vers Z*.

k

Il n’existe pas de couplage (Lﬁ ,LO) de ZK** vers 7.




Equivalence mesurée quantitative

Exemple d'application :

J1.z4(n) ~ nt/d.

~+ S'il existe un couplage (i, L°)-intégrable de Z**+* vers Z*, alors
p(x) < xR
C'est optimal :

Théoréme (Delabie — Koivisto — Le Maitre — Tessera 2022)

Pour tout p < kLM, il existe un couplage d'OE (LP,L°) de Z*K+* vers Z .

et p= kLH ?
Théoreme (C. 2025)

Il n’existe pas de couplage (LHL@ ,L0) de ZK+t vers 7.

Corollaire (Delabie — Koivisto — Le Maitre — Tessera 2022, C. 2025)

Il existe un couplage (LP,L°) de Z*** vers 7 si et seulement si p < ki%
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Généralisation groupes localement compacts

© Généralisation aux groupes localement compacts (travail en commun avec Juan
Paucar)
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Généralisation groupes localement compacts

Comment généralise-t-on les définitions de :
e OE/ME;
o (p,v)-intégrabilité;

pour les groupes localement compacts ?
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Entre groupes G et H localement compacts :
@ Définition de I'OE : méme définition que pour les groupes discrets v/

@ Définition de la ME :

Dans le cas discret, les choses suivantes se passent

o la mesure p de Q induit une mesure finie non nulle sur X et sur Xj ;

o identification (2, 1) = (I X Xr, A\r ® px;) et (2, 1) 2= (A X Xp, An @ px, )-
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Entre groupes G et H localement compacts :
@ Définition de I'OE : méme définition que pour les groupes discrets v/

@ Définition de la ME :

Dans le cas discret, les choses suivantes se passent

o la mesure p de Q induit une mesure finie non nulle sur X et sur Xj ;

o identification (2, 1) = (I X Xr, A\r ® px;) et (2, 1) 2= (A X Xp, An @ px, )-

Probléme dans le cas non-discret : avec la méme définition que pour les
groupes discrets, |'identification n'a pas forcément lieu et les domaines
fondamentaux peuvent étre de pu-mesure nulle.
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Généralisation groupes localement compacts

Entre groupes G et H localement compacts :
@ Définition de I'OE : méme définition que pour les groupes discrets v/

@ Définition de la ME :

Dans le cas discret, les choses suivantes se passent

o la mesure p de Q induit une mesure finie non nulle sur X et sur Xj ;

o identification (€2, 1) >~ (I X Xr, A\r ® px.) et (, 1) > (A X Xn, A ® pix, )-

Probléme dans le cas non-discret : avec la méme définition que pour les
groupes discrets, |'identification n'a pas forcément lieu et les domaines
fondamentaux peuvent é&tre de pu-mesure nulle.

Solution : il faut supposer dans la définition que (€2, i) s'identifie a

(G X X6, A6 ®vx;) et a (Hx Xy, Ay ®vx,), ot (Xg,vx,) et (Xu,vx,) sont
des espaces mesurés de mesure finie.
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Généralisation groupes localement compacts

Conditions d'intégrabilité pour les cocycles :

On se restreint aux fonctions ¢: Ry — R vérifiant
VC >0, ¢(Cx) = O(e(x))-

Exemples :

@ ¢ sous-additive;

@ ¢ croissante telle que t — ﬁ est croissante.
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Généralisation groupes localement compacts

Conditions d'intégrabilité pour les cocycles :

On se restreint aux fonctions ¢: Ry — R vérifiant
VC >0, ¢(Cx) = O(e(x))-

Exemples :
@ ¢ sous-additive;
t

@ ¢ croissante telle que t — 20 st croissante.

p-intégrabilité du cocycle :

sup/ (e, Hg, x)|H)drx, (x) < +00.
g€Sc J Xp
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Soient G et H des groupes localement compacts, unimodulaires, compactement
engendrés.




Généralisation groupes localement compacts

Théoreme (C. — Paucar 2026+)

Soient G et H des groupes localement compacts, unimodulaires, compactement
engendrés. Soit o: R, — R une fonction croissante telle que t — t/o(t) est
croissante.

S'il existe un couplage de ME (i, 10)-intégrable de G vers H, alors

(1,1 (x)) < J1,6(x).

Exemple d'application :
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Théoreme (C. — Paucar 2026+)

Soient G et H des groupes localement compacts, unimodulaires, compactement
engendrés. Soit o: R, — R une fonction croissante telle que t — t/o(t) est
croissante.

S'il existe un couplage de ME (i, 10)-intégrable de G vers H, alors

(1,1 (x)) < J1,6(x).

Exemple d'application :

Théoréme (Delabie — Llosa Isenrich — Tessera 2026+)

Soient G et H deux groupes de Lie nilpotents simplement connexes, de degré de
croissance m et n respectivement, avec m > n.

Alors pour tout p < ., il existe un couplage d'OE (LP, L%) de G vers H.
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Généralisation groupes localement compacts

Théoreme (C. — Paucar 2026+) |
Soient G et H des groupes localement compacts, unimodulaires, compactement
engendrés. Soit o: R, — R une fonction croissante telle que t — t/o(t) est
croissante.
S'il existe un couplage de ME (i, 10)-intégrable de G vers H, alors

e(,H(x)) < 1,6(x).
Exemple d'application :
Théoréme (Delabie — Llosa Isenrich — Tessera 2026+) |

Soient G et H deux groupes de Lie nilpotents simplement connexes, de degré de
croissance m et n respectivement, avec m > n.

Alors pour tout p < ., il existe un couplage d'OE (LP, L%) de G vers H.

Corollaire (Delabie — Llosa Isenrich — Tessera, C. — Paucar 2026+) |

G et H comme précédemment.
Alors il existe un couplage d'OE (LP,1°) de G vers H si et seulement si p < L.
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Idées de preuve

Tout d'abord, idées de preuve dans le cas de I'OE entre groupes discrets.

|LdFY

2 =~ L[
jur(n) >~ sup
(n)= sup_ vl

|supp f|<n

Corentin Correia ME quantitative, groupes l.c. 04/06/2026 21 /24



Idées de preuve

Tout d'abord, idées de preuve dans le cas de I'OE entre groupes discrets.

[IF]la

; =~ L[
jur(n) >~ sup
(n)= sup_ vl

|supp f|<n

Question : Etant donnée f: A — R tel que |supp f| < n et qui réalise ji A(n),
comment fabriquer de bonnes fonctions ' — R a support fini?
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Idées de preuve

Tout d'abord, idées de preuve dans le cas de I'OE entre groupes discrets.

3 ~ 1 l2
jur(n) >~ sup V£l
f: T—=R

|supp f|<n

Question : Etant donnée f: A — R tel que |supp f| < n et qui réalise ji A(n),
comment fabriquer de bonnes fonctions ' — R a support fini?

Solution : Pour presque tout x € X, cr a(.,x): [ — A est une bijection. On
considére donc f.: v € [ — f(cr a7, x)).

Corentin Correia ME quantitative, groupes l.c. 04/06/2026 21 /24



Idées de preuve

Tout d'abord, idées de preuve dans le cas de I'OE entre groupes discrets.

: [[f]l2
Jjir(n)~  sup
P TVl

|supp f|<n

Question : Etant donnée f: A — R tel que |supp f| < n et qui réalise ji A(n),
comment fabriquer de bonnes fonctions ' — R a support fini?

Solution : Pour presque tout x € X, cr a(.,x): [ — A est une bijection. On
considére donc f.: v € [ — f(cr a7, x)).

© [supp £ = [supp f];
Q [Ifilly = Il
Q ||[V£ |17 Plus difficile, controle en moyenne : [, [|[V£|[1dpu(x) < [..].
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Idées de preuve

Tout d'abord, idées de preuve dans le cas de I'OE entre groupes discrets.

f: TR
[supp f|<n

Question : Etant donnée f: A — R tel que |supp f| < n et qui réalise ji A(n),
comment fabriquer de bonnes fonctions ' — R a support fini?

Solution : Pour presque tout x € X, cr a(.,x): [ — A est une bijection. On
considére donc f.: v € [ — f(cr a7, x)).

Q |[supp fi| = |supp f];

Q (Il =lIfllx:

Q ||[V£ |17 Plus difficile, controle en moyenne : [, [|[V£|[1dpu(x) < [..].

Principe des tiroirs :

£,
on trouve xg € X tel que p( ||”vfﬂ|1|1) < constante X ||”v?”\1|1' =
x0
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Idées de preuve

Tout d'abord, idées de preuve dans le cas de I'OE entre groupes discrets.

; I l2
Jir(n)~  sup
Firnr NVFl
[supp f|<n

Question : Etant donnée f: A — R tel que |supp f| < n et qui réalise ji A(n),
comment fabriquer de bonnes fonctions ' — R a support fini?

Solution : Pour presque tout x € X, cr a(.,x): [ — A est une bijection. On
considére donc f.: v € [ — f(cr a7, x)).

© [supp £ = [supp f];
Q [Ifilly = Il
Q ||[V£ |17 Plus difficile, controle en moyenne : [, [|[V£|[1dpu(x) < [..].

Principe des tiroirs :

[LF]l2

£,
on trouve Xo € X tel que ¢(qg77;) < constante X I

s
0
V£, O

Xo“ll

Point crucial de la preuve : cr A(.,x): I — A préserve les mesures de Haar.
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Idées de preuve

Cas général de I'équivalence mesurée :

RT(x) ={yeTl|vyexecXrnXp}.
Pour presque tout x € Xr N Xa, cra(.,x): RT(x) — RM(x) est une bijection.
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Cas général de I'équivalence mesurée :

RT(x) ={yeTl|vyexecXrnXp}.
Pour presque tout x € Xr N Xa, cra(.,x): RT(x) — RM(x) est une bijection.

Comme I et A sont dénombrables, cr A(.,x): RT(x) — R(x) préserve les mesures
de Haar.

Faux pour des groupes non discrets, mais...
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RT(x) ={yeTl|vyexecXrnXp}.
Pour presque tout x € Xr N Xa, cra(.,x): RT(x) — RM(x) est une bijection.

Comme I et A sont dénombrables, cr A(.,x): RT(x) — R(x) préserve les mesures
de Haar.

Faux pour des groupes non discrets, mais...

Proposition (Delabie — Llosa Isenrich — Tessera 2026+)

On peut modifier le couplage d'équivalence mesurée entre G et H, de sorte que
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Idées de preuve

Cas général de I'équivalence mesurée :

RT(x) ={yeTl|vyexecXrnXp}.
Pour presque tout x € Xr N Xa, cra(.,x): RT(x) — RM(x) est une bijection.

Comme I et A sont dénombrables, cr A(.,x): RT(x) — R(x) préserve les mesures
de Haar.

Faux pour des groupes non discrets, mais...

Proposition (Delabie — Llosa Isenrich — Tessera 2026+)
On peut modifier le couplage d'équivalence mesurée entre G et H, de sorte que
@ les nouveaux domaines fondamentaux X¢g et Xy s'intersectent :

UXg (XG n XH) = VXH(XG n XH) > 0;
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RT(x) ={yeTl|vyexecXrnXp}.
Pour presque tout x € Xr N Xa, cra(.,x): RT(x) — RM(x) est une bijection.

Comme I et A sont dénombrables, cr A(.,x): RT(x) — R(x) préserve les mesures
de Haar.

Faux pour des groupes non discrets, mais...

Proposition (Delabie — Llosa Isenrich — Tessera 2026+)
On peut modifier le couplage d'équivalence mesurée entre G et H, de sorte que

@ les nouveaux domaines fondamentaux X¢g et Xy s'intersectent :
VX, (XG n XH) = VXH(XG N XH) > 0;

o Vx € Xg N Xu, cg.H(-,x): RC(x) — RY(x) préserve les mesures de Haar;
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Idées de preuve

Cas général de I'équivalence mesurée :

RT(x)={yeTl|yexeXrNXp}.
Pour presque tout x € Xr N Xa, cra(.,x): RT(x) — RM(x) est une bijection.

Comme I et A sont dénombrables, cr A(.,x): RT(x) — R(x) préserve les mesures
de Haar.

Faux pour des groupes non discrets, mais...

Proposition (Delabie — Llosa Isenrich — Tessera 2026+)
On peut modifier le couplage d'équivalence mesurée entre G et H, de sorte que

@ les nouveaux domaines fondamentaux X¢g et Xy s'intersectent :
VX, (XG n XH) = VXH(XG N XH) > 0;

o Vx € Xg N Xu, cg.H(-,x): RC(x) — RY(x) préserve les mesures de Haar;

@ sans changer les conditions d’intégrabilité des cocycles.

Corentin Correia ME quantitative, groupes l.c. 04/06/2026 22/24



Idées de preuve

Mieux ! On peut passer de Xg N Xy & Xy tout entier :

Pour presque tout x € Xy,
ce.H(-,x): RC(x) = c.H(RC(x), x) préserve les mesures de Haar

o |l faut supposer G ~ (Xu, vy) ergodique (pas une hypothése restrictive) ;
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Pour presque tout x € Xy,
ce.H(-,x): RC(x) = c.H(RC(x), x) préserve les mesures de Haar

o |l faut supposer G ~ (Xu, vy) ergodique (pas une hypothése restrictive) ;

e donc R¢(x) # 0 pour presque tout x € Xy
~+ on choisit g, € R®(x);
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Idées de preuve

Mieux ! On peut passer de Xg N Xy & Xy tout entier :
Pour presque tout x € Xy,
ce.H(-,x): RC(x) = c.H(RC(x), x) préserve les mesures de Haar
o |l faut supposer G ~ (Xu, vy) ergodique (pas une hypothése restrictive) ;

e donc R¢(x) # 0 pour presque tout x € Xy
~+ on choisit g, € R®(x);

o c.H(RC(x),x) = ce,H(RC(x)gc ", &x ® X)ca,H(gx, X). O
——— N~
RG(gcex) XcNXn
04/06/2026 23/24
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Idées de preuve

Mieux ! On peut passer de Xg N Xy & Xy tout entier :

Pour presque tout x € Xy,
ce.H(-,x): RC(x) = c.H(RC(x), x) préserve les mesures de Haar

o |l faut supposer G ~ (Xu, vy) ergodique (pas une hypothése restrictive) ;
e donc R¢(x) # 0 pour presque tout x € Xy
~+ on choisit g, € R®(x);
o c,H(RC(x),x) = c6,H(R®(x)gx !, & ® X)c6,H(gx, X).
————— N~
RG(gcex) XcNXn

On trouve une nouvelle preuve du théoréme de Delabie, Koivisto, Le Maitre et

Tessera, qui
@ s'étend facilement aux groupes localement compacts;

@ s'articule autour du fait suivant :

« Pour presque tout x € Xy, cg u(.,x): R¢(x) = cg,H(R®(x), x) préserve
les mesures de Haar » ;
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Idées de preuve

Dernier point important : Comment passer de [ ...dAg(g) a [, ...dAn(h) en
utilisant le changement de variable cg (., x): R®(x) — cG7H(RG(x),x)?

Idée : Il faut réduire G a R(x), et H a cg.n(R¢(x),x), en moyennant.

Soit : G — R,.. Par le théoréme de Fubini :

/ /G d)\G dVH / / goxEXGﬂXHd)\G(g)dVH(X)
Xy JR Xu

= vp(Xe N Xpy) X /(;H(g)d/\c;(g)

« A une erreur multiplicative prés, et pour beaucoup de x € Xy, on a
Jo 0(&)dNc(g) = [re(y) 0(&)dNc(g)- »
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